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Введение
Существующие корпоративные сети, являясь
системами коллективного пользования, эксплуа
тируются, прежде всего, как коммерческие струк
туры [1]. Проблема эффективного использования
ресурсов не может быть решена только за счет при
влечения большого количества пользователей, соз
дающих достаточный трафик. Необходима разра
ботка оптимизационных процедур, позволяющих
оценивать возможности сети по обеспечению тре
буемых вероятностновременных характеристик
информационного обмена [2, 3]. Определение оп
тимальных значений потоков в линиях связи сети,
если известна матрица пропускных способностей и
определены множители Лагранжа, не вызывает
особых трудностей. Иначе обстоит дело, если
необходимо решить обратную задачу (задачу син
теза), когда в явном виде выразить значения пропу
скных способностей линий связи сети через пото
ки исходной матрицы тяготения узлов не предста
вляется возможным. В статье использован метод
косвенной оптимизации, позволяющий решить за
дачу оптимизации двух переменных, одна из кото
рых может выступать в качестве исходных данных.
Наиболее эффективен данный метод в случае, ког
да исследуемая функция не содержит экстремума,
но является выпуклой. Тогда может быть проведена
ее условная оптимизация. Получены аналитиче
ские зависимости, позволяющие определить сред
нее минимальное время задержки пакета и осуще
ствить обоснованный выбор пропускных способ
ностей линий связи при существующей матрице
тяготений потоков узлов сети. Использование ме
тода условной оптимизации в данной задаче реша
ет проблему выбора вида функции, связывающей
независимые переменные условием в виде объек
тивно существующей взаимосвязи между оптими
зируемыми переменными. Это позволяет интер
претировать результаты решения задачи в виде за
конов для сети и оценивать таким образом ее по
тенциальные возможности.
Постановка задачи
На сетевом уровне эталонной модели взаимо
действия открытых систем выделим основной по
казатель сети – среднее время задержки пакета Т
–
зад
и определим для модели сети М/M/1 среднее мини
мальное время задержки Т
–
зад
min пакета путем оптими
зации потоков F. В качестве исходных данных ис
пользуем пропускные способности V линий связи и
уравнения связи функции вида ψ(F–)=0, то есть:
где F
–
– значения потоков в магистральных линиях,
связанные определенной зависимостью.
Для сетей связи с коммутацией пакетов по
стоянной длины L (например, ячейки технологии
асинхронной передачи пакетов) в качестве исход
ных данных используем матрицу тяготения ||Fij||, где
Fij=L.λij – величина потока, планируемая для пере
дачи по линии связи между узлами i и j; λij – интен
сивность потока заявок (пакетов) на входе/выходе
линии связи между узлами i и j.
Требуется определить оптимальные значения
пропускных способностей линий связи сети ||Vijopt||.
Они будут считаться оптимальными при условии
равенства исходных матриц смежности планируе
мой нагрузки ||Fij|| между узлами матрицы тяготения
(S и T) и рассчитанными матрицами смежности
оптимальных потоков ||Fijopt|| между этими узлами
(||Fij||=||Fijopt||).
Решение задачи
Необходимо реализовать функциональную за
висимость Vij=f(Fijopt). Данная задача является зада
чей синтеза. Для ее решения в качестве функцио
нала оптимизации используем среднее минималь
ное время задержки пакета [5–7]:
(1)
где Fij – величина потока в линии связи звена сети
между узлами i и j; Vij – величина пропускной спо
собности линии связи сети между узлами i и j; γ –
трафик сети при передаче начального потока Fj0
(согласно матрице тяготения) от узла S к узлу T.
В качестве уравнения связи при условной опти
мизации (1) используем объективно существую
щий закон для каждого узла коммутации сети –
закон сохранения потоков:
(2)
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где Fij=–Fji – поток в ветви i,j; Fj0 – начальный по
ток, принадлежащий узлу j; p – связность узла j,
равная числу смежных ему ветвей;
где S – узелисточник, T – узелполучатель.
В [4] доказаны теоремы 1 и 2, определяющие ос
новное содержание метода косвенной оптимиза
ции. Для пояснения сути метода косвенной опти
мизации приведем их содержание без доказа
тельств.
Рассмотрим произвольную функцию z=F(x–,y–),
где x–=(x1,...,xi,...,xn) и y
–=(y1,...,yi,...,yn) являются не
зависимыми переменными, заданными проекция
ми векторов x– и y–, причем функция z имеет эк
стремум и является аддитивной. Каждый член сум
мы z=kΣn
i=1
f(xi,yi) является функцией одной пары
проекций векторов xi и yi, т. е. выполняется свой
ство сепарабельности.
Теорема 1. Результат оптимизации дифференци
руемой сепарабельной функции F(x–,y–), содержащей
экстремумы по обеим переменным в пределах обла
сти определения с точностью до некоторой постоян
ной, не зависит от выбора независимой переменной
x– или y–, по которой производится оптимизация.
Теорема 2. Если сепарабельная, содержащая эк
стремумы по обеим переменным в пределах обла
сти определения, функция F(x–,y–) – гладкая, то ре
зультат оптимизации не зависит от выбора незави
симой переменной, по которой производится оп
тимизация.
Отметим, что функция F(x–,y–) будет гладкой в
том случае, если все члены суммы f(xi,yi) будут глад
кими функциями. На основании теорем 1 и 2 мож
но решать задачи оптимизации двух переменных
F(x–,y–), одна из которых, например, y–, может вы
ступать в качестве исходных данных y0. Производя
оптимизацию по параметрам y0, можно преобразо
вать функцию F(x–, y–0) так, чтобы координаты точ
ки оптимума совпадали с координатами конца век
тора y–0=(y01,...,y02,...,y0n), заданного своими проек
циями. Таким образом, целенаправленно варьируя
независимыми переменными, можно совместить
координаты оптимальных точек функции F(x–,y–) с
выбранными координатами вектора y–, проекции
которого известны и могут быть заданы в качестве
исходных данных. Если функция F(x–,y–) имеет эк
стремум, преимущества рассматриваемого метода в
явном виде не просматриваются. Однако, если
функция F(x–,y–) не содержит экстремума, но явля
ется выпуклой, то тогда может быть произведена ее
условная оптимизация. Для этого необходимо за
дать ограничивающие условия в виде функции,
связывающие независимые переменные для той
переменной, по которой производится оптимиза
ция. При этом возникает проблема выбора вида
этой функции в виде объективно существующей
взаимосвязи между оптимизируемыми переменны
ми, либо, по сути, отражающей характер решаемой
задачи. Например, если оптимизируемой перемен
ной является x–, а переменная y– задана своими про
екциями, которые, кроме того, связаны функцио
нальной зависимостью, в то время как для пере
менных xi такой зависимости не существует или
она неизвестна, то согласно приведенным выше
теоремам 1 и 2 оптимизация может быть проведена
по переменным y– с тем же результатом.
С учетом сути метода косвенной оптимизации,
изложенной выше, решим поставленную задачу.
Для ее решения используем метод множителей Ла
гранжа [8, 9], согласно которого функционал опти
мизации, в соответствии с выражениями (1) и (2),
примет вид:
(3)
где Pj – множители Лагранжа.
Поскольку закон сохранения потока справедлив
для всех узлов сети, то всегда для одного из узлов сум
ма потоков является линейной комбинацией потоков
всех остальных узлов. Поэтому, в выражении (3) име
ет место j=
⎯
1,(v
⎯
–1)
⎯
. Для получения симметричного ре
шения это обстоятельство может не учитываться, по
лагая j=
⎯
1,v. Однако, учет этого допущения должен
быть выполнен после решения задачи оптимизации
путем задания Pv=0. Для определения оптимальных
значений потоков Fijopt, обеспечивающих минимум
функционала (1), вычислим частные производные
(4)
Дифференцирование по всему множеству зна
чений i,j=
⎯
1,v предполагает, что начальная тополо
гическая структура сети является полносвязной.
Вычисление производных (4) приводит к системе
уравнений вида:
причем (5)
Число этих уравнений определяется количе
ством ветвей графа и для полносвязной сети равно
k=v(v–1)/2, откуда значения потоков для каждой
ветви определяются выражением
(6)
Множители Лагранжа Pi и Pj найдем путем под
становки (6) в (2):
(7)
и совместного решения системы (7). Однако, в си
лу иррациональности уравнений системы (7), по
пытка ее решения приводит к системе нелинейных
уравнений высокого порядка, равного удвоенному
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значению числа узлов сети. Аналитическое реше
ние такой системы известными математическими
методами не представляется возможным. Для
определения множителей Лагранжа проведем их
линеаризацию путем разложения левой части вы
ражения (5) в ряд Тейлора в окрестности точки Fij0
[10]. В результате разложения
(8)
получим систему линейных алгебраических ура
внений относительно Fij0:
(9)
где
α– коэффициент, определяющий точку разложения
Fij0 на оси Vij. Он может изменяться в пределах 0≤α≤1.
Функция (9) после преобразований приводится
к виду:
(10)
где (11)
(12)
После подстановки (10)–(12) в (2) получим си
стему уравнений, которую представим в матричной
форме:
(13)
где А, Х и С – матрицы коэффициентов aij, множи
телей Лагранжа Pij и свободных членов bij соответ
ственно.
Если матрица невырожденная, то уравнение
(13) имеет решение:
(14)
где A–1 – обратная матрица матрицы A. Таким обра
зом, множители Лагранжа Pij можно определить по
методу Крамера или путем перемножения обратной
матрицы A–1 на матрицу C, а оптимальные значения
потоков Fijopt – по выражению (10). Величину трафи
ка сети γ определим количеством пакетов, посту
пающих в сеть в единицу времени (или количеством
пакетов, покидающих сеть в единицу времени). Т. е.,
трафик сети γ считается постоянной величиной и не
влияет на величину Fijopt. Поэтому, в расчетах Fijopt по
выражению (10) величина трафика δ может быть
принята за единицу, или определяться из выражения
(15)
где αnp* – приемлемый коэффициент α, определяю
щий выбор точки разложения Fij0 при оптимальном
распределении начального потока Fj0 между парой
узлов и матрицы тяготения; Σk
ij=1
Vij – общая пропу
скная способность всех kлиний связи при опти
мальном распределении начального потока Fj0,
между парой узлов S и T.
Трафик, определяемый выражением (15), отли
чается от оптимального трафика, полученного в
результате распределения начального потока Fj0
между парой узлов S и T. Он дает примерное пред
ставление о величине оптимального трафика в се
ти. Для расчета T
–
зад
min по выражению (1) необходимо
рассчитать истинное значение трафика:
то есть, после определения матрицы оптимальных
потоков между узлами S и T.
Решение задачи оптимального распределения по
токов даже в линейном приближении с использова
нием выражений (10)–(14) оказывается достаточно
сложным. Это объясняется существенной зависимо
стью области допустимых значений оптимальных по
токов в каждой ветви графа сети (0≤Fijopt≤Vij) от поло
жения начальной точки Fij0, в которой осуществляет
ся разложение (7) в ряд Тейлора. Оценка точности
разложения исследуемой функции проведена с ис
пользованием коэффициента a, который определяет
ся отношением Fij0/Vij. Такое представление упрощает
интерпретацию результатов, так как соответствует по
смыслу величине относительной нагрузки на линии
связи сети (степени загрузки канала). Выбор прие
млемых значений единого для сети коэффициента αnp*
должен осуществляться в интервале αnp, величина ко
торого определяется двумя условиями. Первое усло
вие – условие сходимости ряда Тейлора [3]:
(16)
остаточный член, которого равен
(17)
где Tn(x) – правая часть выражения (16), n – сте
пень производной.
Для разлагаемого в ряд функционала (8) выра
жения (16) и (17) принимают вид:
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Условие сходимости ряда (17) будет выполнять
ся, если (Vij–Fij0)≥1, т. е. Vij–αVij≤1, или αnp≤1–(1/Vij)
для отдельной ветви связи. Для сети в целом, имеем
Второе условие определяется допустимой обла
стью возможных изменений оптимальных потоков
при заданной матрице пропускных способностей
||Vij|| линий связи. При этом учитывается макси
мально допустимая нагрузка на используемые виды
линий связи (кабельные линии связи, волоконно
оптические линии связи, эфир), т. е.
(18)
Для определения интервала приемлемых значе
ний a (a*np) по второму условию, из выражений (13)
выразим значения множителей Лагранжа по пра
вилу Крамера и подставим их в выражения для
определения оптимальных потоков (10). Из полу
ченных значений выразим зависимости αij=f(Fijopt).
Рассмотрим особенности выбора точки разложе
ния Fij0 выражения (8) в ряд Тейлора, когда пропу
скные способности звеньев сети значительно отлича
ются друг от друга, воспользовавшись графиками, ха
рактерными для двух узлов сети. График выражения
(8) для каждого из звеньев сети имеет вид (рис. 1).
Рис. 1. Выбор точки разложения Fij0
В этом случае, при выборе единой точки разло
жения Fij0 для сети, путем выбора α *np (на рис. 1α *np≈0,7), оптимальное распределение потоков мо
жет привести к невыполнению условия (18) в от
дельных ее звеньях, по причине выбора точки раз
ложения на различных участках кривых 1–3, в том
числе недостаточно линейных (кривая 2). Такие
ситуации возможны, если пропускные способно
сти звеньев сети значительно отличаются друг от
друга по величине (не менее чем на порядок), что
не характерно для транспортных магистралей се
тей. Если условие (18) не выполняется после опти
мального распределения потоков для отдельных
звеньев сети, то необходимо: а) подбором α *np по
пытаться найти общую область допустимых значе
ний потоков в сети; б) перераспределить планируе
мый ресурс Vij и повторить расчеты по оптимально
му распределению потоков.
Пример. Рассмотрим определение оптимальных
потоков на примере графа сети, состоящей из двух
узлов (рис. 2).
Рис. 2. Граф сети из двух узлов коммутации
Дано: F0=1400 бит/с – величина входящего на
чального потока узла источника S; F1 и F2 – значе
ния потоков в первой и второй смежных ветвях
графа сети; F0 – величина исходящего начального
потока узла получателя T; V1=1000 бит/с – пропу
скная способность первой линии связи;
V2=500 бит/с – пропускная способность второй ли
нии связи; γ=1400 бит/с – общий трафик сети.
Определить: величину оптимальных потоков
F1опm и F2опm линий связи сети.
Функционал оптимизации для представленной
модели сети имеет вид
(19)
а уравнение связи для двух узлов, при условной оп
тимизации функционала (19),
Сформулированную задачу решим тремя спосо
бами: первый – с использованием геометрического
метода; второй – с использованием разработанного
программного обеспечения; третий – с использова
нием метода неопределенных множителей Лагран
жа. Полученные оптимальные значения параметров
сети и сравнительная характеристика погрешностей
расчетов представлены в табл. 1 и 2 соответственно.
Таблица 1. Значения оптимальных параметров сети
Таблица 2. Сравнительная характеристика погрешностей
расчетов
Во всех трех случаях результаты по своим значе
ниям отличаются незначительно.
Выводы
1. Для модели сети М/М/1 с использованием ме
тода косвенной оптимизации получены анали
Сравнительная характеристи
ка способов решения
Погрешности параметров сети, %
δF1оpt δF2оpt δT–задmin
Второй относительно первого 0,21 0,22 6,24
Третий относительно первого 0,22 0,29 2,58
Второй относительно третьего 0,01 0,50 9,00
Способы решения
Оптимальные параметры сети
F1оpt, бит/с F2оpt, бит/с T
–
зад
min, с
Геометрический метод 942,10 458,90 0,01939
С использованием разработан
ного программного обеспечения
940,11 459,89 0,02060
Метод неопределенных мно
жителей Лагранжа
940,00 457,58 0,01889
1 2 0.F F F+ =
1 2
1 1 2 2
1 ( ),çàä
F FÒ
V F V Fγ= +− −
 1  2 
F1
F2
F0 - F0
0 .optij ijF V≤ ≤
*
min
11 .ïð
ijV
α ≤ −
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тические выражения, позволяющие определить
оптимальные значения потоков в линиях связи
при заданной матрице тяготений между узлами
сети. В качестве уравнения связи использован
объективно существующий закон сохранения
потоков в узлах коммутации сети.
2. Полученные значения оптимизируемых пока
зателей сети удовлетворяют требованиям точ
ности при проведении инженерных расчетов.
3. Предлагаемый математический аппарат расчета
параметров Fij, Vij, T
–
зад
min можно использовать при
расчете сетей любой топологической структуры
и произвольной связности.
Таким образом, решена задача определения ос
новных оптимизационных показателей телекомму
никационной сети и получены аналитические вы
ражения, позволяющие осуществить их обосно
ванный выбор.
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Введение
Развитие инфраструктуры современных сетей
связи направлено на масштабное внедрение высо
коскоростных технологий и новых телекоммуни
кационных услуг на основе использования пакет
ной передачи информации для трафика, образо
ванного приложениями различных типов. Важной
особенностью таких сетей является освоение но
вых масштабов времени, которые требуют решения
целого ряда научных и практических задач, связан
ных с созданием принципиально новой измери
тельной техники для ее испытания, пересмотра ос
новных положений теории телетрафика, напра
вленных на расчет сетевой нагрузки. При этом тра
диционные методы расчета объема оборудования
(особенно емкости накопителей коммутационных
узлов), основанные на марковских моделях, приво
дят к значительной недооценке степени загрузки
имеющихся ресурсов сети.
1. Состояние вопроса
Многочисленные исследования свойств трафи
ка современных телекоммуникационных сетей по
зволили обнаружить явления структурного сходства
статистических характеристик пакетной нагрузки
при его измерении для различных масштабов вре
мени (явления самоподобия). К числу объектов,
для которых обнаружены подобные явления, отно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